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(s ∈ C, <(s) > 1) (1)
で定義された関数で，数論においてきわめて重要かつ興味深い対象である．ζ(s) は，全
平面に解析接続され， s = 1 において一位の極を持つ以外では，全 C平面で正則である．
整数点での値は，数論的に意味のある量で表されることが期待され，正の偶数での値は，
ベルヌーイ数 Bn と円周率 pi を用いて完全に記述されるが，正の奇数での値については，
超越数であることが予想されているものの ζ(3) の値が無理数であることしか知られてい
ない．一方，解析接続したゼータ関数（これも通例に従って ζ(s) と表す）については，
ζ(1− n) = (−1)n+1Bn
n
(n = 1, 2, . . .) (2)
と有理数の値であることが知られている．ここでベルヌーイ数 Bn は，次式で定義される













められてきた．二重ゼータ値は，18 世紀の L.Euler にも遡るテーマである*2．一方，多
重ゼータ関数を多変数複素数関数とみなして解析接続や特異点の位置についての研究も
2000年頃から行われている ([AK], [AET], [Zh], [MT] など*3)．ここで多重ゼータ関数を
(D.Zagierの定義*4に従って)与えておく: si ∈ C, 1 ≤ i ≤ n に対して







2 · · ·msnn
. (4)
但し，<(si) ≥ 1, 1 ≤ i ≤ n − 1 かつ <(sn) > 1 のときに右辺は絶対収束し，全平
面に有理型に解析接続される．特に，si として正の整数 ki, 但し kn ≥ 2 における値
ζn(k1, . . . , kn) を多重ゼータ値と呼ぶのである．
鎌野健は，学位申請論文において，(4) の一般化にあたる次のような多重Hurwitz型
ゼータ関数を導入した：si ∈ C, 1 ≤ i ≤ n と a > 0 に対して





(m1 + a)s1(m2 + a)s2 · · · (mn + a)sn . (5)
但し，<(si) ≥ 1, 1 ≤ i ≤ n− 1 かつ <(sn) > 1 のときに右辺は絶対収束し，全平面に有
理型に解析接続される．
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また，鎌野は，古典的なディリクレ L 関数の多重化である次の多重 L 関数を導入し
た：si ∈ C, 1 ≤ i ≤ n かつ <(si) ≥ 1, 1 ≤ i ≤ n − 1, <(sn) > 1 とディリクレ指標
χi, 1 ≤ i ≤ n に対して




χ1(m1)χ2(m2 −m1) . . . χn(mn −mn−1)
ms11 m
s2













学位申請論文において鎌野健は，q を実数でなく，p進数体の完備代数閉体 Cp にとり，

























*5 [T] H. Tsumura : A note on q-analogue of the Dirichlet series and q-Benoulli numbers, J.
Number Theory 39(1991).
[KKW] M. Kaneko, N. Kurokawa and N. Wakayama : A variation of euler’s approach to values
of the Riemann’s zeta function, Kyushu J. Math. 57(2003).
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の q-類似として自然である．これは，[T]で導入された実数における q ベルヌーイ数と同
じ形の漸化式をみたすので，それの p-進化であるともみなせる．一方，p-進ならではの関







(5) で定義した多重 Hurwitz 型ゼータ関数 ζn(s1, . . . , sn; a) は，a = 1 とすれば (4)
で定義される多重ゼータ関数 ζn(s1, . . . , sn) に一致することをまず注意しておく．以下で
a は常に正の実数を表すこととする．
多重ゼータ関数について [AET] が導入した方法に習い，多重 Hurwitz型ゼータ関数に
ついても，s = (s1, . . . , sn) に対して，次の 3通りの極限値を考える：
ζRegn (s1, . . . , sn; a) = lim
t1→s1
· · · lim
tn→sn
ζn(t1, . . . , tn; a),
ζRevn (s1, . . . , sn; a) = lim
tn→sn
· · · lim
t1→s1
ζn(t1, . . . , tn; a), (9)
ζCn (s1, . . . , sn; a) = lim
ε→0
ζn(s1 + ε, . . . , sn + ε; a).
ζRegn と ζRevn については，[AET]に習って帰納的公式を得た．ζCn は扱いにくく，[AET]
においても，ほとんど値は計算されていない．鎌野は，ζCn についても，特別な場合に帰
納的公式を得た (Th.1.1.1)：s ∈ C, s /∈ { 1u ∣∣ u ∈ Z, 1 ≤ u ≤ n} について





(−1)k+1 · ζCn−k(s, . . . , s; aq) · ζC1 (ks; a). (10)
さらに，その系として次の等式を得た (Cor.1.1.2)：










ζCn (−2u, . . . ,−2u) = ζn(−2u, . . . ,−2u; 1), (u ∈ N).
4
後者は，[AET] で予想されていた等式である．
さて，Lerch の公式と言われるのは次の等式である (Lerch, 1894) :
d
ds























鎌野は，(6) で定義される多重 L関数 Ln(s1, . . . , sn;χ1, . . . , χn) を導入した．si が自
然数 ki の場合にはその値 Ln(k1, . . . , kn;χ1, . . . , χn) は多重 L値と呼ばれ，[AK] でも綿
密に研究された対象である．鎌野は，Ln を Ln−1 と古典的ディリクレ L関数 L = L1 を
用いて表現し，それにより多重 L関数が全平面に解析接続されることを導き，さらに，い
ずれの χi も自明な指標でないときには，全平面で正則であることを示した (Th.2.1.2)．
このようなディリクレ L関数に類似した性質を持つことからも，この多重化が「よい多
重化」であることが示唆される．
さて，上記の定理から，さらに n次の多重 L値を n− 1次多重 L値とディリクレ L関
数の特殊値を用いて表現した (Cor. 2.1.3):
非自明なディリクレ指標 χi, 1 ≤ i ≤ n と 非負整数 ui について，
















よい性質を持つかでその妥当性が判断される面がある．q-類似の場合，q を 1 に近づける
と元々のものが得られることは必須である．鎌野は，古典的なベルヌーイ数が p 進数体
Qp の中でみたす関係式 (8) に着目し，an をその q-類似 [a]qn で置きかえて Cp におけ
る収束値として (7)式により p-進 q-ベルヌーイ数 Bn(q) を導入した．これは次の漸化式
(Prop.3.2.4)
B0(q) = 1, B1(q) =
1




















qx − 1 , (n ≥ 0) (12)
をみたす．ただし，logp は p-進 logarithm であり，(12) において qx = 1 のとき，右端
の因子の分数は 1 とみなす．
実数の範囲での q-ベルヌーイ数は，Carlitzによる定義*6が最初であり，津村が導入し
た bn(q) はそれを変形したものであるが，先に触れたように，[KKW] で導入された q-
ゼータ関数 ζq(s) との相性がよく，古典的な等式 (2) と同じ形の等式
ζq(1− n) = (−1)n+1 bn(q)
n
(n = 1, 2, . . .)
を満たす．もともと津村は漸化式で bn(q) を定義したが，その漸化式の形は (11) と初期







n+ k − 1
k
)
, (n ≥ 2). (13)
さて，古典的なベルヌーイ数は有理数であることは定義から直ちに分かるが，その分母
については明らかではない．それを決定したのが次の Clausen-von Staudt の定理で






(p− 1) | n
1
p
∈ Z, (n ≥ 2). (14)
もともと Bn は有理数であるから，条件 (14) は次と同値である：
|Bn|p ≤ 1 if (p− 1) 6 |n∣∣∣∣Bn + 1p
∣∣∣∣
p
≤ 1 if (p− 1)|n. (15)
この Clausen-von Staudtの定理は，p進 L関数の収束性の証明や p進保型形式の理論に
おいても重要な役割を果たした．
鎌野は，q ∈ Cp, 0 < |q − 1|p < p−
1
p−1 として，Bn(q), n ≥ 1 について次の評価を与
えた (Th.3.1.1)：
(i) p 6= 2 のとき
|Bn(q)|p ≤ max{p |q − 1|p , 1} if (p− 1) 6 |n,∣∣∣∣Bn(q) + 1p
∣∣∣∣
p
≤ max{p |q − 1|p , 1} if (p− 1)|n;
(ii) p = 2 のとき
|Bn(q)|2 ≤ 2 if n is odd,∣∣∣∣Bn(q) + 12
∣∣∣∣
2
≤ 1 if n is even.
この系として，p を奇素数とし，q ∈ Cp, 0 < |q − 1|p ≤ p−1 とするとき，Bn(q), n ≥ 1
について次の評価を与えた (Cor.3.1.2)：
|Bn(q)|p ≤ 1 if (p− 1) 6 |n,∣∣∣∣Bn(q) + 1p
∣∣∣∣
p
≤ 1 if (p− 1)|n. (16)
limq→1 Bn(q) = Bn であり，そのとき (16) は (15) に一致するので，この系は，q 解析





与えた．さらにベルヌーイ数の q 類似の p進版を提起し，その性質を調べ，基本的な定理
の p進版を与えた．共に将来の発展性も大いに見込まれる内容である．審査員一同は，本
論文が博士（学術）の学位にふさわしい内容であると判断する．
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